Lezione 12 novembre 2008 by Ritelli, Daniele
1/13 Pi?
22333ML232
Dipartimento di Matematica per le scienze economiche e
sociali Universita` di Bologna
Matematica aa 2008-2009
lezione 1 12 novembre 2008
professor Daniele Ritelli
www.unibo.it/docenti/daniele.ritelli
2/13 Pi?
22333ML232
Numeri naturali e principio di induzione
Insieme N dei numeri naturali
2/13 Pi?
22333ML232
Numeri naturali e principio di induzione
Insieme N dei numeri naturali 1, 2, 3,. . .
2/13 Pi?
22333ML232
Numeri naturali e principio di induzione
Insieme N dei numeri naturali 1, 2, 3,. . .
dunque 1 ∈ N
2/13 Pi?
22333ML232
Numeri naturali e principio di induzione
Insieme N dei numeri naturali 1, 2, 3,. . .
dunque 1 ∈ N mentre 3/4 /∈ N
2/13 Pi?
22333ML232
Numeri naturali e principio di induzione
Insieme N dei numeri naturali 1, 2, 3,. . .
dunque 1 ∈ N mentre 3/4 /∈ N
Mi interessa evidenziare la proprieta` definitrice di questo insieme
2/13 Pi?
22333ML232
Numeri naturali e principio di induzione
Insieme N dei numeri naturali 1, 2, 3,. . .
dunque 1 ∈ N mentre 3/4 /∈ N
Mi interessa evidenziare la proprieta` definitrice di questo insieme che
cerco di spiegare con un esempio.
2/13 Pi?
22333ML232
Numeri naturali e principio di induzione
Insieme N dei numeri naturali 1, 2, 3,. . .
dunque 1 ∈ N mentre 3/4 /∈ N
Mi interessa evidenziare la proprieta` definitrice di questo insieme che
cerco di spiegare con un esempio.
Sommiamo fra loro, partendo da 1, i numeri dispari, arrestandoci ad
ogni passo
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s1 = 1 = 1
2
s2 = 1 + 3 = 2
2
s3 = 1 + 3 + 5 = 3
2
s4 = 1 + 3 + 5 + 7 = 4
2
s5 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 5
2
s6 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 6
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In realta` quella che sto inducendo e` l’intuizione che formula indicata
sia valida.
Manca ancora una dimostrazione rigorosa.
Per prima cosa miglioriamo l’estetica a
1 + 3 + 5 + · · ·︸ ︷︷ ︸
n addendi
= n2
e` preferibile scrivere
1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2
o ancora meglio
n∑
k=1
(2k − 1) = n2
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Principio del buon ordinamento: ogni insieme non vuoto costi-
tuito da interi non negativi possiede un elemento minimo.
Se S ⊂ N l’elemento sm ∈ S e` il minimo di S se per ogni s ∈ S, s 6= sm
si ha sm < s.
E` grazie al principio del buon ordinamento che possiamo rendere
rigorosa la nostra affermazione sulla somma dei numeri dispari
assieme ad una lunga serie di affermazioni che riguardano i naturali
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Il metodo induttivo Il principio di induzione matematica si basa
su un’idea intuitiva, che abbiamo sfiorato con il nostro precedente
esempio.
Supponiamo di star cercando di dimostrare una affermazione che coin-
volge un certo numero di passi.
Supponiamo che tali passi seguano uno stretto ordinamento numerico.
Infine supponiamo di poter compiere il passo n-simo solo dopo aver
compiuto il passo n− 1-simo.
Cos`ı se siamo capaci di far iniziare l’iterazione allora saremo in grado
di interpretarla.
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Ecco il primo teorema del corso
Teorema (Principio di induzione matematica). Se S ⊂ N e` tale che:
a) 1 ∈ S
b) se n ∈ S e` anche n + 1 ∈ S
allora S = N.
Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che la tesi sia falsa.
Negare la tesi significa asserire che S $ N
Ma S $ N significa che il complementare Sc := N \ S e` non vuoto
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Per il principio del buon ordinamento esiste il minimo di Sc che
indichiamo con k = minSc si osservi che 1 ∈ S =⇒ k > 1
La minimimalita` di k ∈ Sc comporta che l’antecedente di k che altro
non e` se non k − 1 non puo` appartenere a Sc
dunque k − 1 /∈ Sc ⇐⇒ k − 1 ∈ S
Ma per la proprieta` b) definente S, k − 1 ∈ S =⇒ (k − 1) + 1 ∈ S
Siamo giunti alla contraddizione k /∈ S =⇒ k ∈ S
La contraddizione nasce dall’avere supposto che l’insieme S non coin-
cida con N
Dunque S = N. 
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Teorema (Francesco Maurolico: Arithmeticorum libri duo 1575). La
somma dei primi n numeri dispari uguaglia il quadrato di n:
n∑
k=1
(2k − 1) = n2. (∗)
Dimostrazione. Sia S il sottoinsieme di N per cui (∗) e` verificata.
Passo di partenza: provare che 1 ∈ S. Poniamo n = 1 in (∗). Il
secondo membro si riduce a 12 = 1. Il primo membro vale:
1∑
i=1
(2i− 1) .
La sommatoria ha un solo termine, e quindi non c’e` nulla da sommare.
Si ha uguaglianza fra i due membri di (∗) che e` verificata per n = 1.
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Ipotesi induttiva: (∗) e` verificata per un certo n ∈ N: si suppone vero
che:
n∑
i=1
(2i− 1) = n2.
Si deve dimostrare che in tale ipotesi anche n + 1 ∈ S:
n+1∑
i=1
(2i− 1) = (n + 1)2.
Usando la proprieta` associativa della somma possiamo scrivere:
n+1∑
i=1
(2i− 1) =
n∑
i=1
(2i− 1) + [2(n + 1)− 1] .
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Usiamo l’ipotesi induttiva per esplicitare il primo addendo a secondo
membro dell’ultima uguaglianza:
n+1∑
i=1
(2i− 1) = n2 + [2(n + 1)− 1] .
Ora n2 + 2(n + 1)− 1 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2 e, dunque:
n+1∑
i=1
(2i− 1) = (n + 1)2.
Il che dimostra (∗).
